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ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ 
 
 
1. Γενικά 
 
Συνάρτηση είναι µια διαδικασία µε την οποία φτιάχνουµε διατεταγµένα ζεύγη 
αριθµών της µορφής (x,y) σύµφωνα µε έναν συγκεκριµένο κανόνα που ονοµάζεται 
τύπος της συνάρτησης )x(fy = . 

Παράδειγµα: ∆ίνεται η συνάρτηση µε τύπο 1x)x(f 2 += . Τότε, αν το x πάρει 
διαδοχικά τις τιµές –2, 1, 3, το y θα πάρει τις τιµές 

5141)2()2(fy 2 =+=+−=−=  

21111)1(fy 2 =+=+==  

101913)3(fy 2 =+=+==  
Έτσι έχουµε φτιάξει τα ζεύγη (-2,5), (1,2), (3,10). 
 
Το ερώτηµα που προκύπτει είναι από πού αντλούµε τις τιµές του x, δηλαδή τι τιµές 
µπορεί να πάρει το x. Η απάντηση είναι ότι το x παίρνει τιµές µέσα από ένα σύνολο 
αριθµών που ονοµάζεται Πεδίο Ορισµού της συνάρτησης f. Το Πεδίο Ορισµού 
µπορεί να µας δίνεται µαζί µε τον τύπο της συνάρτησης. Στην πράξη όµως αυτό δεν 
συµβαίνει ποτέ. Εκείνο που γίνεται είναι ότι µας δίνεται µόνο ο τύπος της 
συνάρτησης και εµείς πρέπει να βρούµε το ευρύτερο δυνατό υποσύνολο του — στο 
οποίο ορίζεται η f χωρίς πρόβληµα. Αυτή η διαδικασία ονοµάζεται εύρεση του 
πεδίου ορισµού. 
 
 
2. Πεδία Ορισµού 
 
Όταν µας δίδεται µια άσκηση που περιλαµβάνει συναρτήσεις, πρώτα απ’ όλα 
υπολογίζουµε το πεδίο ορισµού τους, ακόµα και αν δεν το ζητάει η άσκηση.  
Για να προσδιορίσουµε το πεδίο ορισµού µιας συνάρτησης παίρνουµε τους εξής 
περιορισµούς: 
 
α) Παρονοµαστές ≠  0 
 

π.χ. 
3x

x2
)x(f

−
= ,    3x03x ≠⇔≠− . Οπότε  Α= { }3R − . 

 
β) Υπόριζη ποσότητα ≥  0 
 

π.χ. 1x01x,1x)x(f ≥⇔≥−−= . Οπότε  Α=[1, ∞+ ). 
 
γ) Όρισµα λογαρίθµου > 0 
 
π.χ. 2x02x),2xln()x(f −>⇔>++= . Οπότε  Α=(-2, ∞+ ). 
 

δ) Αν υπάρχει εφx, τότε ∈κ
π

+κπ≠ ,
2

x Ζ 



∆ρ. Σ. Τσαντίλας (MSc, PhD), Μαθηµατικός – Αστροφυσικός,  www.tsantilas-gr.blogspot.gr          2  

    Αν υπάρχει σφx, τότε ∈κκπ≠ ,x  Ζ 
 

π.χ. Ζ∈κπ+κπ≠+εφ= ,
2

x,4x)x(f . Οπότε Α= },
2

x/Rx{ Ζ∈κπ+κπ≠∈ . 

 
 
Ασκήσεις 
 
1. Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων: 

α) 
1x

x2
)x(f

+

−
=             β) 

1x

1

2x

x
)x(f

+
+

−
=         

γ) 
)3x)(2x(

1x2
)x(f

−+

−
=        δ) 

2x3x

x
)x(f 2 +−
=         

 
2. Να βρεθούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων: 

 α) 
9x
1x2

)x(g 2
−

−
=         β) 

1x

4x
)x(h

2

−

−
=  

γ) 
2x

1
)4xln()x(k

−
−+=        δ) )1xln(x2)x(p −+εφ=  

 
 
 
Παρατηρήσεις:  
Α. Τα υποερωτήµατα (γ) και (δ) της άσκησης 1 αναδεικνύουν την ανάγκη να 
µπορούµε να λύνουµε εξισώσεις 2ου βαθµού. 
Β. Το υποερώτηµατα (β), (γ) και (δ) της άσκησης 2 αναδεικνύουν την ανάγκη να 
µπορούµε να λύνουµε ανισώσεις 2ου βαθµού. 
Για το λόγο αυτό παραθέτουµε τα παρακάτω εξαιρετικά χρήσιµα προαπαιτούµενα 
για τον προσδιορισµό του Πεδίου Ορισµού µιας συνάρτησης. 
 
Προαπαιτούµενο 1: ΕΠΙΛΥΣΗ ΕΞΙΣΩΣΗΣ 2ου ΒΑΘΜΟΥ  
∆ίνεται η εξίσωση δευτέρου βαθµού . 

Υπολογίζουµε την διακρίνουσα ∆ = −β αγ2 4  

• Αν ∆>0, τότε η εξίσωση έχει δύο πραγµατικές ρίζες:   x1 2 2, = − ±β
α

∆
 

• Αν ∆=0, τότε η εξίσωση έχει µια ρίζα διπλή: x = −β
α2  

• Αν ∆<0, τότε η εξίσωση δεν έχει πραγµατικές ρίζες.  
 
Ισχύουν επίσης οι εξής τύποι (τύποι του Vieta): 

x x x x1 2 1 2+ = − ⋅ =β
α

γ
α,  

 
Εφόσον έχουµε βρει τις λύσεις (ή τη λύση) της εξίσωσης 0xx2 =γ+β+α , τότε 
µπορούµε να παραγοντοποιήσουµε το τριώνυµο γ+β+α xx2  ως εξής: 
α) Αν υπάρχουν 2 λύσεις 21 x,x  τότε έχουµε )xx)(xx(xx 21

2 −−α=γ+β+α  



∆ρ. Σ. Τσαντίλας (MSc, PhD), Μαθηµατικός – Αστροφυσικός,  www.tsantilas-gr.blogspot.gr          3  

β) Αν υπάρχει µόνο µία λύση 0x  τότε έχουµε 2
0

2 )xx(xx −α=γ+β+α  

 
Προαπαιτούµενο 2: ΕΠΙΛΥΣΗ ΑΝΙΣΩΣΗΣ 2ου ΒΑΘΜΟΥ  
 
Εστω το τριώνυµο α β γ αx x2 0+ + ≠, . 
 

• Αν ∆>0, τότε το τριώνυµο είναι    α) οµόσηµο του α εκτός των ριζών 
  β) ετερόσηµο του α ανάµεσα στις ρίζες  

• Αν ∆=0, τότε το τριώνυµο είναι οµόσηµο του α (εκτός από τα σηµεία που 
µηδενίζεται) 

• Αν ∆<0, τότε το τριώνυµο είναι παντού οµόσηµο του α. 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑΤΑ 
1. Να βρεθεί το πρόσηµο του 3x2x)x(f 2 −+=  

Μπορούµε εύκολα να βρούµε (µε διακρίνουσα) ότι οι ρίζες του είναι 1=x  και 
3−=x . Οπότε εκτός των ριζών είναι οµόσηµο του 1=a  και ανάµεσα ετερόσηµο: 

 

                 
 
2. Να βρεθεί το πρόσηµο του 4x4x)x(f 2 ++=  
Έχουµε: 

22 )2x(4x4x)x(f +=++=  
Οπότε το )x(f  έχει µία διπλή ρίζα 2x −= . 
Άρα: 
 
 

 
 
3. Να βρεθεί το πρόσηµο του 1x2)x(f 2

−−=  
Έχουµε: 

2

1
x01x2 22 −=⇔=−− , αδύνατη. 

Άρα το )(xf  δεν έχει πραγµατικές ρίζες. Οπότε είναι παντού οµόσηµο του 2−=α : 
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Τι γίνεται όµως όταν η εξίσωση, ή η ανίσωση που πρέπει να λύσουµε είναι 3ου 
βαθµού ή και µεγαλύτερου; 
 Σε κάθε περίπτωση, οι εξισώσεις και οι ανισώσεις µπορούν να λυθούν αν 
καταφέρουµε να παραγοντοποιήσουµε πλήρως την παράσταση που µελετάµε. 
Ένα σηµαντικό εργαλείο που χρησιµοποιούµε σε τέτοιες περιπτώσεις είναι το Σχήµα 
Horner. 
 
Σχήµα Horner 
Έστω ότι θέλουµε να λύσουµε την πολυωνυµική εξίσωση 02x3x3 =+−  η οποία 
είναι προφανώς 3ου βαθµού. 
α) Πρώτα βρίσκουµε τους διαιρέτες του σταθερού όρου, οι οποίοι είναι οι 1, 2, -1,–2. 
β) Χρησιµοποιώντας τους συντελεστές του πολυωνύµου κατασκευάζουµε την εξής 
διάταξη 
         
1 0 -3 2  
     
     
Παρατηρούµε ότι επειδή δεν υπάρχει x υψωµένο στο τετράγωνο, στον αντίστοιχο 
πίνακα έχει µπει το 0. Στη συνέχεια δοκιµάζουµε έναν - έναν τους διαιρέτες του 
σταθερού όρου που βρήκαµε παραπάνω. Τον πρώτο αριθµό του πίνακα, δηλαδή το 1, 
το κατεβάζουµε κάτω από την γραµµή του πίνακα. ∆ιαγωνίως πολ/σιάζουµε µε τον 
αριθµό που είναι πάνω δεξιά, βάζουµε τον αριθµό στην επόµενη στήλη πάνω από την 
γραµµή και προσθέτουµε κατακορύφως. Συνεχίζουµε τη διαδικασία µέχρι τον 
τελευταίο αριθµό. Αν το αποτέλεσµα που βρίσκεται στην τελευταία θέση µέσα στο 
τετράγωνο είναι 0, τότε καταφέραµε να παραγοντοποιήσουµε την παράσταση. Οι 
αριθµοί που βρίσκονται κάτω από την γραµµή (εκτός από αυτόν που είναι µέσα στο 
τετράγωνο) είναι οι συντελεστές του ενός παράγοντα, ενώ ο άλλος είναι το (x-ρ) όπου 
ρ είναι ο κατάλληλος διαιρέτης του σταθερού όρου. 
 
1 0 -3 2 1 
 1 1 -2  
1 1 -2 0  
 
Άρα έχουµε:    0)2xx)(1x( 2 =−+−  
Οπότε  

1x01x =⇔=−  και  
02xx2 =−+ , 981)2(1412 =+=−⋅⋅−=∆ , και τελικά παίρνουµε 1x =  ή 2x −=  

Παρατηρούµε ότι έχουµε δύο λύσεις, το 1 και το –2, αλλά το 1 εµφανίζεται δύο 
φορές. 
Εφόσον έχουµε καταφέρει να βρούµε όλες τις ρίζες µιας πολυωνυµικής εξίσωσης, 
τότε έχουµε λύσει πλήρως την εξίσωση. 
Αν όµως θέλουµε να λύσουµε την αντίστοιχη πολυωνυµική ανίσωση, έχουµε ακόµα 
(δυστυχώς) αρκετή δουλειά να κάνουµε. � 
 
ΠΑΡΑ∆ΕΙΓΜΑ 
Να λυθεί η ανίσωση 0)5x3x2)(1x)(1x( 22 ≥−++−   
Μέθοδος Α: Ευθεία των πραγµατικών αριθµών. 
Βρίσκουµε τις ρίζες (λύσεις της αντίστοιχης εξίσωσης) κάθε µιας από τις επιµέρους 
παρενθέσεις: 
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1x01x =⇔=−   
1x01x 22 −=⇔=+ , αδύνατη 

2

5
xή1x...05x3x2 2 −==⇔⇔=−+  

Προσοχή: Η ρίζα x=1 εµφανίζεται δύο φορές. 
Κατασκευάζουµε την παρακάτω ευθεία των πραγµατικών αριθµών. 
 

               

 

 Στην ευθεία αυτή τοποθετούµε όλες τις ρίζες από µία φορά. Το πρόσηµο το 
βρίσκουµε ως εξής: 
1. Στο διάστηµα που βρίσκεται στο άκρο δεξιά, τοποθετούµε το πρόσηµο που έχει ο 
συντελεστής του «ολικού» µεγιστοβάθµιου όρου που προκύπτει από τον 
πολλαπλασιασµό των µεγιστοβάθµιων όρων των επιµέρους παρενθέσεων. Στη 
συγκεκριµένη περίπτωση 2)2)(1)(1( +=+++ . 

2. Κινούµενοι από δεξιά προς τα αριστερά, όταν «περνάµε» πάνω από ρίζα που 
εµφανίζεται περιττό πλήθος φορών, αλλάζουµε πρόσηµο. Ενώ, όταν «περνάµε» πάνω 
από ρίζα που εµφανίζεται άρτιο πλήθος φορών διατηρούµε το ίδιο πρόσηµο. Έτσι, 
στο παράδειγµά µας ξεκινάµε µε + από δεξιά, διατηρούµε το + στο διάστηµα (-5/2, 1) 
αφού η ρίζα x=1 εµφανίζεται δύο φορές, και βάζουµε – στο αριστερό διάστηµα αφού 
η ρίζα x=-5/2 εµφανίζεται µία φορά. 

Η λύση είναι το 


 ∞+−∈ ,
2

5
x . 

Παρατηρήσεις:  
1. Η µέθοδος αυτή εφαρµόζεται µόνο σε πολυωνυµικές παραστάσεις. 
2. Όταν στην ανίσωση υπάρχει όρος της µορφής κ))x(f( , τότε θεωρούµε ότι οι 
ρίζες της )x(f  εµφανίζονται κ φορές. 
 
Έτσι, τώρα είµαστε πανέτοιµοι για να αντιµετωπίσουµε τις περισσότερες 
περιπτώσεις υπολογισµού του Πεδίου Ορισµού µια συνάρτησης!   ☺ ☺ ☺ 
Οπότε: 
 
Ασκήσεις 
Να υπολογιστούν τα πεδία ορισµού των παρακάτω συναρτήσεων 
1. 4x)x(f 2 −=  

2. 2xx)x(f 2 −+=  

3. 6x5x)x(f 2 +−=  

4. 3xx2)x(f 2 −+=  

5. 
1x2

2x3x
)x(f

2

−

+−
=  

6. 6x5x
1x2

2x3x
)x(f 2

2

+−+
−

+−
=  

∞− ∞+


